Capitulo 1

Introducao a Analise de
Longo Prazo

O estudo dos fenémenos econémicos é normalmente efectuado com base
na construcao de dois tipos de modelos: modelos com uma natureza es-
tdtica e modelos dindmicos. Os objectivos fundamentais serao, em 1ltima
instancia, os mesmos em ambos os tipos de modelos, mas os instrumentos
necessarios para dar resposta as questoes de teoria e politica econémica
sao substancialmente diferentes.

Por exemplo, numa disciplina de macroeconomia (de nivel intermédio,
e.g., de uma licenciatura) o estudo dos ciclos econémicos de curto prazo é
feito, na maioria dos casos, com base na andlise estdtica. A esséncia deste
tipo de andlise consiste na explicacdo do funcionamento macroeconémico
de curto prazo com base em varidveis enddgenas todas elas expressas rel-
ativamente ao mesmo periodo de tempo (ano, semestre, etc.). De facto,
poderao existir no modelo varidveis expressas relativamente a perfodos
anteriores ou posteriores — por exemplo, as expectativas sobre precos,
sobre o rendimento ou sobre a taxa de cAmbio, etc. — no entanto, estas
sa0 necessariamente mantidas como varidveis exégenas. Assim, é pos-
sivel determinar o equilfbrio num mercado, ou mesmo o equilibrio macro-
econémico, bem como o valor de todas as varidveis endégenas, com base
lnica e simplesmente no valor dos parametros e das varidveis exégenas.

Assim, dentro da andlise estdtica, um equilibrio num dado periodo
pode ser alterado se e s6 se existir uma alteracao numa dessas forgas
exégenas. Este tipo de andlise econémica é normalmente designada por
estdtica comparativa, pois as alteracoes que se processarem entre um equi-
librio num dado periodo e o equilibrio num periodo subsequente em nada
dependem da dinadmica interna do modelo (ou seja, ndo dependem das
varidveis end6genas). Portanto, na anélise estética teremos
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alteracoes nas varidveis exdégenas entre t e t + 1

Y

valor das varidveis enddégenas altera—se entre t e t + 1

Contrariamente aquele tipo de processos, a andlise dindmica em macro-
economia pretende explicar o comportamento dos principais agregados
econémicos mas num perfodo temporal de longo prazo. Em termos de ob-
jectivos e metodologia, a andlise dindmica macroeconémica nao é muito
diferente da andlise estdtica, pois continua a preocupar—se com o prob-
lema da existéncia ou nao de equilibrio, continua a levar em consideracao
o impacto de forcas exdgenas sobre o equilibrio do modelo, continua a pre-
tender explicar de que forma as instituigoes piblicas poderao intervir no
funcionamento da economia para melhorar o bem—estar social, etc.. Tem
no entanto uma diferenca crucial: nos processos dinamicos, as varidveis
enddgenas tém uma dindmica prépria, o que faz com que a sua evolugao
ao longo do tempo dependa também delas préprias e nao apenas de al-
teracoes nas varidveis exégenas como era o caso dos processos estéticos.
Ou seja, um sistema dindmico pode apresentar uma evolugdo ao longo do
tempo mesmo que nenhuma forca exdgena sofra qualquer alteracao.

Como surge esta dindmica interna nos processos dindmicos? Surge
devido ao facto das varidveis enddgenas serem expressas em termos de
diferentes periodos temporais. Por exemplo, considere o caso de um em-
préstimo bancario. O valor da divida ao banco no periodo t + 1, que
iremos designar por x:y1, depende do montante em divida no perfodo
t, x4, da taxa de juro neste periodo () bem como da amortizagdo do
capital emprestado que seja feita neste periodo (a parcela do capital que
¢ liquidada, 6 - z;).! Mesmo que a taxa de juro permaneca constante ao
longo dos anos, o valor da divida vai evoluindo dependendo tnica e ex-
clusivamente de uma dinAmica interna que resulta fundamentalmente do
valor amortizado em cada periodo de tempo.

Como é facilmente perceptivel, a evolucao da divida ao banco é um
processo dindmico, a compreensao do qual requer técnicas de andlise bem
diferentes das técnicas usadas na anadlise estdtica. Portanto, na analise
dindmica teremos

mesmo sem alteracoes nas varidveis exégenas entre t e t + 1

4

valor das varidveis endégenas altera—se entre t e t + 1

LComo é ébvio, § € a taxa de amortizagdo do empréstimo, e é uma constante entre
Oel.
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Esta diferenca pode parece & primeira vista pouco significativa, no
entanto isto nao é correcto, pois produz alteracoes bastante relevantes na
andlise do funcionamento dindmico da economia. Existem trés tipos de
questoes que normalmente parecem ser mal interpretadas por quem inicia
o estudo de andlise dindmica em economia. Primeiro, surge o problema
de definir o equilibrio num processo dindmico. Como se determina este
equilibrio, ou seja, como se determina o equilibrio no longo prazo de um
processo que evolui ao longo do tempo? Segundo, é frequente confundir—se
a evolucao temporal de uma varidvel enquanto esta se encontra no trajecto
de convergéncia para o seu equilibrio de longo prazo, com a sua evolucao
no proéprio equilibrio. Terceiro, o que acontece a este equilibrio se uma
forga exdgena for alterada de forma temporéria ou de forma permanente?
Para clarificar estes pontos vamos de seguida apresentar um exemplo
tendo por base a evolucao da divida publica.

1.1 Curto Prazo vs Longo Prazo

Na Figura 1.1 apresentamos um exemplo grifico que nos permite ilustrar
de forma bastante simples as principais diferencas entre a andlise de curto
prazo e a andlise de longo prazo. Suponha que a divida publica em
percentagem do PIB no perfodo ¢ é designada por z;, e pretende—se saber
de que forma esta varidvel reage (em termos de curto prazo e de longo
prazo) a um choque de politica econémica causado pelo aumento do nivel
das despesas ptblicas.

O nosso exemplo socorre-se da equacgao dinimica para o comporta-
mento da divida piblica em percentagem do PIB dada por (a qual ird ser
explicada em grande detalhe no tltimo capitulo)?

w=Y+7-20 , =012, (1.1)

onde 1 é o défice piblico primdrio em percentagem do PIB, e 7 é um
récio definido da seguinte forma: 7 = }—I—;, sendo ¢ a taxa de crescimento
econémico e r a taxa de juro real.> Utilizamos os seguintes valores para os
parametros: uma taxa de crescimento do PIB de 3.5% (ou seja, g = 3.5%),

uma taxa de juro real com o valor de 3% (r = 3%), e dois cendrios para

2Por agora, nio se preocupe como esta equacio ¢ obtida. Uma equacio deste
tipo, em que z;4+1 é uma funcdo de z, é designada por "equagao as diferengas” e, por
enquanto, "acredite” que a evolugédo da divida piblica em percentagem do PIB pode ser
descrita pela equagao acima apresentada. O objectivo nesta sec¢io é apenas mostrar as
diferencgas entre a andlise de curto prazo e de longo prazo em termos macroeconémicos.

3A diferenca entre o défice piblico primédrio e o défice publico efectivo tem a ver
com os juros da divida ptblica. O primeiro défice ndo engloba estes juros, enquanto
que o segundo j& os considera.
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o défice piiblico primdrio em percentagem do PIB, no caso A de 1% e no
B de 2% (¢4 = 0.01, ¢35 = 0.02).

Suponha ainda que a condic¢do de partida é de zg = 0.025. Sendo
zo = 0.025, e como 7T = 11j00.b0335 ~ 0.995 é simples calcular o valor de z;
paraot =1, parat =2 e para t = 3 e assim por diante. Para o cendrio

A teremos:

z1 = 0.01+0.995 x 0.025 = 0.034875
zg = 0.01+0.995 x 0.034875 = 0.0447
z3 = 0.0140.995 x 0.0447 = 0.05447

Aplicando o mesmo raciocinio para o cendrio B obteremos: z; = 0.044875,
2o = 0.06465, z3 = 0.084327. No painel 1 da Figura 1.1 apresentamos as
primeiras 30 iteragoes destes dois cendrios, nas abcissas encontra—se o
tempo e nas ordenadas o valor de z;. Olhando para este painel, ficamos
com a nocao de que a divida publica deverd tornar—se insustentdvel ao
fim de um certo periodo de tempo porque, aparentemente, a mesma, e
em percentagem do PIB parece crescer sem parar, tendendo para infinito
no longo prazo. No entanto, esta perspectiva de curto prazo é tremenda-
mente iluséria e errada como iremos mostrar.

Se pretendéssemos estudar a sustentabilidade divida publica olhando
apenas para aquilo que acontece em 5 ou 10 anos, seremos levados a
uma conclusao totalmente errada conforme painel 1. O que acontece se
dilatarmos o periodo temporal em que processo decorre? No painel 2
da referida figura apresentamos agora a evolucao da divida piublica num
horizonte temporal onde a sua sustentabilidade pode ser de facto correc-
tamente avaliada. Como se pode constatar neste painel, z; cresce ao longo
do tempo até alcangar valores préximos de 2 (ou seja, 200%) no cengrio
B e de 1(ou 100%) no cendrio A, permanecendo nesses valores daf em di-
ante. Ou seja, quando consideramos um periodo temporal relativamente
longo, nos cendrios que estamos aqui a apresentar a divida publica em
percentagem do PIB converge para um valor de equilibrio em cada um
dos cendrios. Comeca a aparecer aqui a nocao do que é um ”equilibrio
de longo prazo” num processo dindmico: caso exista, este equilibrio é um
valor para o qual a varidvel endégena converge no longo prazo, e quando
este for alcancado, a varidvel deixa de crescer ou decrescer daf em diante.*

Um outro aspecto que fica claro com a Figura 1.1 é a diferenga exis-
tente entre o equilibrio de longo prazo e o processo dindmico até se atin-
gir esse equilibrio. Este iltimo processo é normalmente designado por
"processo de transicao dindmica” e ocorre em duas situacoes possiveis:

10 termo inglés normalmente utilizado na literatura econémica para designar este
equilibrio de longo prazo é o de ”steady state” ou ”fixed point”.
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Figura 1.1: CURTO PRAZO VERSUS LONGO PRAZO EM PROCESSO DINAMI-
C08. Nos vdrios paineis temos o tempo representado no eixo das abcissas
e o valor da divida piiblica em percentagem do PIB (d;) no eixo das orde-
nadas. No painel 1 temos um processo de transicao dindmica; no painel 2
mostra—se o processo de transicao convergindo para o equilibrio de longo
prazo. No painel 3 mostra—se o choque sobre a divida piblica durante
20 periodos, enquanto que no tltimo painel é apresentado o subsequente
processo de transicao novamente até ao equilibrio de longo prazo.
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(i) entre a condicao inicial ou de partida do processo e o seu equilibrio
de longo prazo; ou (ii) entre dois equilibrios de longo prazo, quando um
é perturbado por alguma alteragdo numa varidvel exégena. Os painéis 3
e 4 da figura servem para clarificar melhor este segundo caso.

Suponha que no cendrio A, por volta de ¢ = 600, o governo se vé
forcado a aumentar o défice piblico primdrio ao longo de duas décadas,
baixando—o depois novamente para o nivel inicial de 1%. O que acontece
ao equilibrio de longo prazo em que a divida piblica se encontrava antes
deste choque surtir efeitos? Qual serd o novo equilibrio de longo prazo
quando o choque se extinguir? Como se pode ver no painel 3 da Figura
1.1, enquanto o governo vai aumentando o défice primério (¢ T), a divida
ptblica em percentagem do PIB, (z;), vai também aumentando chegando
mesmo a ultrapassar o valor de 2.2 (ou seja, 220% do PIB). No entanto,
quando ¥ volta ao valor inicial, z; inicia um processo de transicao para um
novo equilibrio, o qual acaba por ser igual ao equilibrio inicial conforme
se pode verificar painel 4.

Neste tltimo painel podemos também ver claramente a existéncia de
dois processos de transicao dindmica. O primeiro é aquele que ocorre entre
o ponto de partida e o perfodo em que a varidvel z; atinge o seu equilibrio
de longo prazo em cada um dos cendrios (o que acontece aproximadamente
com t = 400 e t = 450 nos cendrios A e B, respectivamente). O outro
processo de transicao verifica—se quando o choque externo imposto sobre
cada um dos cendrios termina (o que acontece apds o ”"pico” ou subida
abrupta das séries) e a divida publica em percentagem do PIB comega a
convergir de forma gradual novamente para cada um dos equilibrios de
longo prazo.

Conclusao 1.1 A divida piblica em percentagem do PIB é um processo
cuja sustentabilidade s6 pode ser devidamente analisada levando em con-
sideragao a sua evolucao ao longo de vdrias décadas, ou mesmo séculos,
e nao apenas ao longo de meia dtizia de anos ou de duas ou trés décadas.

Conclusao 1.2 Num processo dindmico convém ter aten¢ao para nao
confundir a evolucao subjacente a um mero processo de transicao dinamica
com a evolucao da varidvel num equilibrio de longo prazo. Como se pode
facilmente constatar na Figura 1.1, isto pode levar a conclusoes total-
mente erradas sobre a evolugao de um processo dindmico no longo prazo.

1.2 A Importancia da Andlise Dindmica

Na seccao anterior utilizdmos a andlise da evolugao da divida publica
com vista a explicitar as diferencas existentes entre a andlise estdtica
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e a andlise dinAmica. Vimos que a sustentabilidade da divida publica
s6 pode ser devidamente analisada numa perspectiva temporal de longo
prazo. Este tipo de problema (questoes relacionadas com a sustentabil-
idade de um processo dinamico) pode ser facilmente estendido a outros
dominios da economia como sejam, por exemplo, o sistema de seguranca
social e a gestao dos recursos naturais. Um outro tema que também
s6 pode ser devidamente estudado através do recurso a andlise de longo
prazo é o crescimento econdmico dos diferentes paises bem como a ex-
isténcia/inexisténcia de convergéncia entre os mesmos no que diz respeito
as condicoes médias de vida.

1.2.1 A convergéncia econémica

Historicamente, é possivel detectar a existéncia ao longo de vastos perfo-
dos de tempo de paises com ritmos de crescimento bem diferenciados uns
dos outros. Estas discrepancias nos ritmos de crescimento reflectem-se
em grandes desigualdades entre os vdrios pafses quanto ao seu nivel de
rendimento per capita, existindo paises ricos, pafses pobres e outros muito
pobres.

No sentido de mostrar a importancia vital que um pequeno diferencial
nas taxas de crescimento econémico entre virios paises tem no processo de
divergéncia/convergéncia entre os padroes médios de vida destes paises,
podemos fazer um pequeno exercicio. Suponha trés economias: o rendi-
mento per capita da economia A cresce a uma taxa média de 2% ao ano,
o da economia B cresce a 4% ao ano, enquanto que a economia C cresce
a 6% ao ano. Suponha ainda que as condic¢oes de partida das trés econo-
mias sao as mesmas: o nivel de rendimento per capita é de 20 para cada
uma.

Assumindo que o tempo decorre de forma discreta (isto é, se t =
0,1,2,3,...), a evolugao do rendimento per capita de cada uma das econo-
mias pode ser descrito pela seguinte equacao

e =1o(1+9)' (1.2)

sendo yo o rendimento per capita no perfodo inicial, y; o rendimento
per capita no periodo ¢, e g a taxa média de crescimento econémico por
periodo (cada periodo pode ser um ano, um semestre, um més, etc.,
embora nas andlises de crescimento econémico esta seja normalmente as-
sociada aos anos).

Na Figura 1.2 encontra-se representada a evolugao do nivel do rendi-
mento per capita das trés economias durante um periodo de 60 anos.
Como se pode facilmente constatar os niveis de rendimento vao divergindo
ao longo do tempo. O rendimento de A passa de 20 no periodo zero (¢t = 0)



8 1. INTRODUCAO A ANALISE DE LONGO PRAZO

700

— %

— 6%
600 - /

Economia C/
500 /

400 /
300 /

N /
/ Feonon2
100 - /

65 / /’

conomia A

0 10 20 30 40 50 60

Figura 1.2: A DIVERGENCIA ECON OMICA NO LONGO PRAZO: pequenos
diferenciais nas taxas de crescimento econémico levam a enormes difer-
encas nos niveis do rendimento per capita no longo prazo.

para cerca de 65 em t = 60; no caso da economia B, este passa de 20 para
cerca de 210, enquanto que atinge o valor 659 para a economia C. Ou seja
um diferencial de 4% nas taxas médias de crescimento entre as economias
A e C, leva a que esta 1ltima apresente ao fim de sessenta anos um nivel
do rendimento per capita dez (!) vezes superior ao da economia A. Estas
diferencas produzidas num periodo de tempo nao muito dilatado, pelo
menos no que diz respeito a uma anédlise de longo prazo, sdao de facto
notdveis e permitem explicar as razoes que estao por detras da existéncia
de pafses ricos e outros muito pobres.

Se a anélise fosse em tempo continuo (se o tempo nao pudesse ser
partido em unidades, ou seja, se for tratado como uma varidvel continua),
o valor assumido pelo rendimento per capita no momento ¢ pode ser
expresso pela seguinte equagao

ye=1yo- e’ (1.3)

onde a unica diferenca, relativamente ao caso anterior, reside na presenca
RS

do simbolo ”e” o qual representa o chamado ”nimero natural” e é dado
pelo valor e = 2.71828. Sabendo que o valor inicial é de yo = 20 para
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Figura 1.3: CONVERGENCIA E DIVERGENCIA ECONOMICA: o PIB per
capita de vdrios paises em percentagem do nivel dos Estados Unidos,

para o periodo 1950-2000.

as trés economias, utilizando qualquer médquina de calcular relativamente
simples, podemos fazer as contas e obter os seguintes resultados: ao fim
de sessenta anos a economia A passa para um rendimento per capita de
66, a B para 220 e a C para 731.9. Como podemos verificar os resultados
sao aproximados aos do caso discreto, embora nao exactamente iguais
devido ao facto do tempo decorrer de forma ligeiramente diferente nos
dois casos.

O exemplo acima apresentado é apenas um exercicio meramente matematico.
No entanto, como vamos mostrar é ficil encontrar situacoes deste tipo
na realidade em que vivemos, ou que temos vivido ao longo dos tltimos
cem anos. De facto nao é dificil encontrar situagoes de grande divergéncia
e/ou convergéncia entre os niveis de vida de diferentes economias ao longo
das tultimas décadas. Para dar resposta a estas questoes apresentamos a
Figura 1.3.

Na Figura 1.3 temos representados os ritmos de crescimento do rendi-
mento per capita de economias dos vdrios continentes, incluindo paises
asidticos, europeus, africanos e da América Latina, para o periodo entre
1950 e 2000. O nivel do rendimento per capita dos EUA é colocado no
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valor 100, e a evolugao das restantes economias é confrontada com este
valor. Convergéncia econémica implica que a série de cada pais deve ter
uma tendéncia ou inclinacao positiva, divergéncia implica uma série com
inclinagao negativa.

Como podemos observar no primeiro painel, no inicio dos anos 50 o
nivel de rendimento per capita do Japao e das Filipinas (dois paises asidti-
cos) nao eram muito diferentes (21 do Japao, 13 das Filipinas em relagao
aos 100 dos EUA). No entanto, esta diferenga agravou—se de forma notével
ao longo dos tltimos cinquenta anos, e mais, enquanto que o primeiro pafs
convergiu para o nivel do rendimento per capita dos EUA, as Filipinas
divergiram relativamente ao mesmo. Uma situagao semelhante passou—se
com a Coreia do Sul e o Gana, sendo interessante que na década de 50, a
populacdo do Gana apresentava melhores condi¢oes médias de vida que
na Coreia. No terceiro painel, podemos observar um facto que é comum
a praticamente todos os pafses africanos, o qual consiste na divergén-
cia econémica que tém evidenciado ao longo dos 1ltimos cinquenta anos,
relativamente aos EUA e restantes paises desenvolvidos. Neste caso es-
pecifico, os paises aqui apresentados apresentam um nivel de rendimento
per capita em percentagem do dos EUA que tem diminuido de forma
constante, situando-se hoje num valor inferior a 5% para todos eles.

Finalmente, no painel do canto inferior direito apresentamos os proces-
sos de convergéncia de dois paises europeus (Portugal e Irlanda) e de um
caso bastante interessante da América Latina (Argentina). No inicio da
década de 50, a Argentina era um dos paises com maiores niveis de rendi-
mento per capita em todo o mundo, situando—se em cerca de 61% do
nivel dos EUA (tinha valores superiores a muitos paises europeus: Bél-
gica, Holanda, Austria, etc.). No entanto, hoje este valor ¢ de cerca
de 32% apenas o que relega a Argentina para o grupo dos grandes fal-
hancos econémicos a nivel internacional. Contrariamente a esta situ-
acao, paises europeus que se encontravam bastante mais pobres que a
Argentina hd cinquenta anos atrds — como por exemplo Portugal e a
Irlanda — mostraram significativos processos de convergéncia econémica
durante este longo periodo de tempo, chegando mesmo a Irlanda a passar
de cerca de 50% para perto dos 80% em apenas cerca de vinte anos.

As discrepancias observadas entre os paises acima apresentados, nao
sao exclusivas dos mesmos. Pelo contrario, a regra mundial parece ser
a existéncia de grandes divergéncias entre os niveis de rendimento per
capita dos paises, bem como das suas taxas de crescimento. Na Figura
1.4 esté representada a distribuicao das taxas de crescimento do PIB por
trabalhador (PIBpw) a nivel mundial, por escaloes de taxas de cresci-
mento que oscilam entre valores negativos e valores francamente posi-
tivos. Nao deixa de ser surpreendente verificar como, para um periodo de
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Figura 1.4: DISTRIBUICAO DAS TAXAS DE CRESCIMENTO DO PIB PER
CAPITA. O niimero de paises que obtiveram taxas de crescimento para
o PIB por trabalhador (PIBpw) entre < —2% e > 6% para o periodo
1960-1990 (104 paises considerados).

aproximadamente 40 anos, um nimero bastante elevado de paises man-
teve taxas de crescimento médias negativas ao longo desse perfodo. Isto
significa que um grande nimero de economias, nao sé nao foi capaz de
melhorar as condicoes médias de vida das suas populacoes, como estas
condicoes se agravaram de forma impressionante ao longo de véarias dé-
cadas.

Surpreendente é também a capacidade de outro conjunto de paises ter
tido durante o mesmo periodo taxas de crescimento muito elevadas, na
ordem dos 5, 6 ou mesmo 7% ao ano. A grande maioria dos paifses verifi-
cou, contudo, taxas de crescimento do rendimento por trabalhador entre
1% e 3%, valores mais frequentes para este extenso periodo. A andlise
desta distribuicao das taxas de crescimento permite-nos perceber melhor
as fortes discrepancias observadas actualmente em termos de niveis de
PIB per capita.

1.2.2 Crescimento, geografia e externalidades

Com o grafico anterior procurdmos visualizar a distribuicao das taxas
de crescimento dos diferentes paises para o periodo compreendido entre
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Figura 1.5: A CONCENTRAGAO GEOGRAFICA DA RIQUEZA E DA POBREZA
A NIVEL MUNDIAL.

1960 e 1990 e notdmos que esta distribuigao se terd reflectido inevitavel-
mente em discrepancias nos niveis de rendimento per capita observados
entre os vdrios pafses. Vamos agora verificar que esta distribuicao do
rendimento mundial nao é aleatdria, existindo antes uma clara concen-
tragao da riqueza e da pobreza a nivel geogrifico. Se a distribuigao fosse
aleatdria, os pafses ricos e os paises pobres deveriam estar misturados uns
com os outros em termos geograficos, nao se verificando grandes ”bolsas”
ou regioes onde praticamente sé existem pafses pobres e outras onde sé
existem paises ricos. Na Figura 1.5 esta ideia é visivel pelas vdrias man-
chas apresentadas (vermelhas, brancas e tracejadas). As manchas de cor
vermelha indicam os paises com niveis de rendimento per capita elevados,
os quais estdao concentrados na América do Norte, na Europa Central e
na Oceania. As manchas a tracejado (indicando grande pobreza) estao
também concentradas, mas agora na Africa Sub-Sahariana e na Asia. Os
paises de rendimento per capita médio também estao concentrados (zonas
a branco) na América Latina, no norte de Africa, no Médio Oriente e nos
véarios paises que compunham a antiga Unido Soviética.

O que esta distribuigao nos sugere é a existéncia de externalidades pos-
itivas e negativas no processo de crescimento econémico, as quais fazem
com que as regioes situadas préximas de outras onde o nivel de rendi-
mento é elevado sejam beneficiadas com isso e apresentem também um
rendimento per capita elevado, ou seja, beneficiem dessa proximidade em
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termos econémicos devido a externalidades positivas. O mesmo raciocinio
pode ser aplicado para os pafses situados préximos de paises bastante po-
bres, s6 que agora as externalidades terao uma natureza negativa, o que
se acaba por se reflectir em constrangimentos ao seu desenvolvimento
econémico e faga com nivel de rendimento per capita permaneca semel-
hante ao da sua vizinhanca.

1.2.3 Factos estilizados do crescimento

Os factos acima discutidos representam algumas das caracterfsticas fun-
damentais do processo de crescimento econémico a nivel mundial ao longo
das dltimas décadas. Existem outros que, apesar de nao poderem ser
aqui ilustrados (porque exigiam uma longa exposi¢do), s@o importantes
para testar as vdrias teorias sobre os factores que explicam o crescimento
econdémico.

Em 1961, Nicholas Kaldor®, um economista da Universidade de Cam-
bridge, identificou um conjunto de regularidades relacionadas com o cresci-
mento econémico que nos podem ajudar a sintetizar os diferentes aspectos
por detrds do crescimento econémico. As regularidades por ele detec-
tadas foram de tal forma confirmadas empiricamente por diferentes au-
tores (pelo menos no que se refere aos paises desenvolvidos) que ficaram
conhecidas como factos estilizados do crescimento econémico. Os econo-
mistas deverao ter entdao como principais factos a explicar no crescimento
econémico de longo prazo os seguintes (os dois dltimos aqui acrescentados
nao foram avangados por Kaldor, nem retinem o consenso dos economis-
tas):

e PIB per capita cresce a taxas constantes no longo prazo

e Capital per capita cresce a uma taxa constante no longo prazo

e A taxa de juro real permanece constante no longo prazo

e A taxa de saldrio real cresce a uma taxa constante no longo prazo

e A distribuicao de rendimento por factores permanece constante no
longo prazo

e Nao existe convergéncia econémica a nivel mundial, apesar de poder
existir dentro de certas zonas geogrificas

e A pobreza e ariqueza estao grandemente concentrados a nivel mundial,
0 que sugere a existéncia de externalidades positivas e negativas no
processo de crescimento econémico

’Kaldor, N. (1961), ”Economic Growth and Capital Accumulation”, in F. Lutz e
D.C. Hague (Eds.), The Theory of Capital, Macmillan, London
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Figura 1.6: Os TRES INGREDIENTES DE UM PROCESSO DINAMICO. Uma
situacgao inicial; o equilibrio de longo prazo, e o processo de transicao
dindmica.

1.3 Ingredientes dos Modelos de Longo Prazo

Os processos dinamicos sdo processos em que as varidveis enddégenas
evoluem ao longo do tempo. Por este motivo, estes processos tém nor-
malmente sempre trés ingredientes fundamentais: uma situagao inicial
(ou condi¢ao inicial); um equilibrio de longo prazo (ELP); e um processo
de transicao dindmica. Estes trés ingredientes dos processo dindmicos po-
dem ser comparados com as diferentes fases do estado de um avido num
vOo apds deixar o estacionamento numa pista de aeroporto (vide Figura
1.6).

Primeiro, temos a situacao inicial (fp) em que o avido se encontra
no solo e o seu estado permanece constante. Depois, o voo é iniciado
através de uma grande aceleracao, descola e ganha altitude durante um
determinado periodo de tempo — normalmente num curto periodo de
tempo (curto prazo) — estando num processo de transicao até t; ser
alcancado. Finalmente, em 1 o aviao estabiliza o seu estado, alcancando
a trajectéria normal de vdo que ird manter durante um grande perfodo
de tempo (longo prazo). Temos aqui os trés ingredientes das andlises
dindmicas, quer estas sejam em aerondutica, em economia ou noutras
disciplinas:

e uma situacao inicial;
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e um processo de transicao dindmica que, neste caso, se verifica entre
a situacao inicial e o equilibrio de longo prazo;

e um equilibrio de longo prazo, o qual, apés ter sido atingido, é man-
tido por um longo perfodo de tempo, se nao surgir nenhuma per-
turbacao adicional.

Convém definir com algum rigor estes ingredientes dos modelos dinami-
cos. No nosso exemplo, a defini¢do da situagdo (ou condi¢ao) inicial é o
estado do aviao enquanto ele se encontra estacionado na pista do aero-
porto. A sua aceleracao e velocidade sao constantes (neste caso nulas) e a
altitude em que o mesmo se encontra é também constante. Se a varidvel
em questao for designada por z (por exemplo, a altitude do avido), a
condicao inicial é o valor de x; quando ¢ = 0. Esta condigao é normal-
mente apresentada por xg.

Por outro lado, o equilibrio de longo prazo nao é mais do que o estado
do aviao na sua trajectdria de voo apds o processo de descolagem estar
terminado. Note que, apesar do aviao se encontrar numa situacao de
equilibrio durante o voo, o mesmo ndo permanece imével. Ou seja, a
aceleragao e a velocidade sao constantes (embora neste caso ja diferentes
de zero), bem como a altitude; no entanto, ele desloca—se no espago ao
longo do tempo.

Fazendo a analogia com os modelos econémicos dindmicos que iremos
estudar, isto serve para salientar que um equilibrio dindmico ou de longo
prazo nao requer necessariamente que, quer a economia, quer uma varidvel
econémica enddégena, tenham de permanecer inalteradas ou imutéveis ao
longo do tempo. Requer, no entanto, que o estado da varidvel que se
estude esteja a evoluir no tempo a uma taza constante. No exemplo do
aviao, este estd em equilibrio no véo porque se desloca ao longo do tempo
no espaco a uma velocidade constante (ou a uma aceleragao e altitude
constantes). Isto significa que numa economia, as varidveis endégenas
terao alcangado o equilibrio de longo prazo quando estiverem a crescer a
uma taxa constante, a qual pode ser positiva, nula, ou mesmo negativa.

Definigao 1 Equilibrio de longo prazo (ELP). Este equilibrio é definido
como um estado em que, num processo dindmico, as varidveis econémicas
enddgenas crescem a uma taxa constante, a qual pode ser positiva, nula,
ou negativa, e em que o periodo temporal considerado é o longo prazo
(tempo pode variar entre 0 e 00).

Um processo de transigdo dindmica é agora fécil de definir. E o
processo dindmico que ocorre entre dois equilibrios de longo prazo, ou

®Deve notar, no entanto, que em economia néo existe evidéncia de muitas varidveis
que crescem permanentemente a taxas negativas.
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entre a condi¢ao inicial e o equilibrio de longo prazo (note que a condigao
inicial satisfaz as condigdes de um equilibrio de longo prazo). Enquanto
que as varidveis enddgenas tém de crescer sempre a taxas constantes no
ELP, durante um processo de transicao dindmica estas varidveis podem
crescer a taxas crescentes ou decrescentes. No entanto, estas taxas ten-
dem para uma situagao de estabilidade quando a economia converge para
o novo equilibrio de longo prazo. Na Figura 1.6 podemos observar cada
uma das fases referidas com as suas respectivas caracteristicas.

Existe frequentemente uma certa confusao entre equilibrios de longo
prazo e processos de transicao dindmica. Isto leva normalmente a erros
grosseiros na andlise de situagoes econémicas de natureza dindmica e orig-
ina a implementacao de medidas de politica econémica perigosas porque
podem produzir, muitas das vezes, efeitos contrdrios aos pretendidos. Por
exemplo, uma varidvel pode estar a crescer a taxas elevadas, mas isto ser
um reflexo da mesma estar a percorrer um processo de transicao dinamica.
Quando tiver alcangado o equilibrio de longo prazo, a sua taxa de cresci-
mento pode ser bastante diferente da que tinha durante o processo de
transicao.

Definigao 2 Processo de transi¢cao dindmica. Este processo rep-
resenta o ajustamento da economia, e das varidveis enddgenas, entre a
condicao inicial e o equilibrio de longo prazo, ou entre dois equilibrios
de longo prazo (neste caso, o processo resulta de uma alteragao numa
das varidveis exdgenas, ou em vdrias). Neste processo de transi¢ao, as
varidveis econémicas enddgenas podem crescer a taxas crescentes ou de-
crescentes.

Estivemos a analisar uma situacao em que um processo dinamico com-
porta a existéncia de pelo menos um equilibrio de longo prazo. Na ver-
dade, nem todos os modelos admitem esta possibilidade, existindo mode-
los onde a economia nunca atinge um equilibrio de longo prazo (como tere-
mos oportunidade de demonstrar na sec¢ao seguinte), ou onde a economia
pode apresentar vérios equilibrios de longo prazo.

Assim, para além das defini¢bes do equilibrio de longo prazo e do
processo de transicdo dindmica, existem trés questoes fundamentais asso-
ciadas a discussao deste equilibrio que deverao sempre estar presentes num
estudo cuidadoso sobre processos dindmicos em economia. A primeira
questao estd relacionada com a ”ezxisténcia” de um equilibrio de longo
prazo: Serd que a varidvel que expressa o processo dindmico em estudo
tende para um determinado valor constante no longo prazo? Ou seja,
serd que tende para um "ELP”, serd que existe um "ELP”? A segunda
relaciona—se com a ” estabilidade” do equilibrio de longo prazo: Se existir
um ELP, serd este equilibrio estdvel ou instdvel? Ou seja, se por alguma
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razao a varidvel for forcada a ”sair” desse equilibrio, volta ao mesmo ao
fim de algum tempo ou diverge deste? Finalmente a terceira questao
prende-se com a " multiplicidade” de equilibrios: Se existir um ELP, s6
existe um unico equilibrio ou existem varios?

Para responder a estas questoes é necesséario, primeiro que tudo, mostrar
qual a condicao que tera de se verificar para que exista um equilibrio de
longo prazo. E isso que vamos fazer de seguida.

1.4 A Determinacao do Equilibrio de Longo Prazo

Nesta sec¢ao vamos introduzir alguns exemplos de equagdes diferenciais e
equagoes as diferencas, as quais sao equacoes matemadticas utilizadas para
descrever processos dindmicos em que o tempo decorre, respectivamente,
em termos continuos e em termos discretos. Pretendemos esclarecer al-
gumas regras metodoldgicas de resolugao algébrica e grafica de processos
dindmicos, sobretudo no que diz respeito a determinacao e caracterizacao
do equilibrio de longo prazo, com vista a simplificar a posterior intro-
dugao e resolucao de modelos dindmicos na restante parte do livro. Va-
mos comecar por apresentar as equacoes as diferencas e passamos depois
para as equacoes diferenciais.

Deve lembrar que as questoes fundamentais a que devemos ser capazes
de dar resposta relativamente ao equilibrio de longo prazo (ELP) sao as
seguintes:

e Fuxisténcia: Serd que um processo dindmico tem um equilibrio de
longo prazo?

e [stabilidade: Se este ELP existir, é estavel ou instavel?

e Multiplicidade: Serd o ELP unico, ou existem equilibrios multiplos?

1.4.1 Equagoes as diferengas

Uma equacdo as diferencas representa a evolucao de uma varidvel ao
longo do tempo em que a mesma aparece expressa em perfodos tempo-
rais distintos e assumindo que o tempo (¢) decorre de forma discreta, ou
seja, t = 0,1,2,... O exemplo econémico mais comum ¢é o de uma apli-
cacao financeira, na qual a varia¢do do valor aplicado financeiramente ao
longo de um determinado periodo depende do proprio valor do montante
aplicado nesse mesmo periodo. Senao vejamos.

Suponha que faz hoje uma aplicacao financeira num montante de 1000
euros. A taxa de juro anual é de 5%. Daqui a um ano qual serd o valor
desta aplicacao financeira? Ou dito de outra maneira, qual é a variacao
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que se processa no valor inicialmente aplicado ao longo de um ano? A
equacao matemadtica que serve para exprimir esta aplicacao financeira é
a seguinte:

Ti4+1 :$t+005$t s t:0,1,2,...

ou de uma forma totalmente equivalente

Tit41 — Tt = 0.05 - Tt

Ou seja, a variagao da varidvel ao longo de um periodo de tempo (Axy)
depende do valor da prépria varidvel no inicio desse periodo de tempo
(z¢). Mesmo que mais nenhuma for¢a externa intervenha neste processo,
a varidvel x; vai evoluindo ao longo do tempo com base numa dindmica
interna, o que nao se verifica num modelo estédtico onde o equilibrio ” pula”
de um periodo para o outro devido exclusivamente a forgas externas ao
processo.

Para dar resposta as trés questoes fundamentais dos sistemas dinami-
cos (existéncia, estabilidade, multiplicidade) vamos utilizar um exemplo
de uma equagao as diferencas bastante simples. Suponha um processo
dindmico que pode ser descrito pela seguinte equagao

1 =10+ a -z (1.5)

Nesta equacao, a variacao de z; depende do valor assumido por a, o qual
¢ um parametro do processo e que acaba por determinar de forma crucial
a sua dindmica ao longo do tempo. Existem trés valores que produzem
resultados totalmente diferentes quanto as perguntas acima colocadas.
a <1, a>1 ea = 1. Consoante cada um destes casos, vamos ter
diferentes solucoes para o processo dindmico relativamente & existéncia,
estabilidade e unicidade do equilibrio de longo prazo.

Para se determinar se o processo tem um ELP ou nao, basta aplicar
a seguinte condigao a equagao (1.5)

T —x =0

Isto significa que o processo dinamico estabiliza quando a varidvel z; per-
manecer constante, ou seja nem cresce nem decresce ao longo do tempo.
Num processo discreto isto acontece quando no momento ¢ + 1 o valor
assumido por x for exactamente igual ao seu valor no momento ¢, ou seja,
quando x;y1 = x¢. Se num determinado periodo ;11 assume valores
superiores a x¢, (r1+1 > o), a varidvel estd a crescer ao longo do tempo;
enquanto se xy4+1 assume valores inferiores aos assumidos pela varidvel no
momento anterior (x¢11 < x¢) entdo x; estd a decrescer. Tudo isto pode
ser resumido no seguinte quadro
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Ty > = x|
Tpp1 <z = 11 |
Ty =3y = I3 = x* (constante)

O nosso préoximo passo serd considerar diferentes valores para a e,
tendo em conta aquilo que acabdmos de afirmar relativamente & determi-
nacao do equilibrio de longo prazo com equacdes as diferencgas, verificar
quais sao as implicacoes para a determinacao do equilibrio bem como
para a sua estabilidade e unicidade.

1° caso: a = 0.5

Neste caso, a equagao (1.5) passa a ter a expressao
Tt41 = 10 + 0.5 Tt

A resolugao numérica desta equacao permite-nos encontrar o equi-
librio do sistema e obtém-se impondo a condicao de equilibrio z¢41 =
z; = x* de onde resulta

Tp1 =2 =2" =20

A resposta & primeira questao (eristéncia de equilibrio) pode ser apre-
sentada: sabemos que o processo dindmico tem um ponto de equilibrio, o
qual é alcancado quando a varidvel z; apresentar o valor de 20 unidades.

Para responder as duas restantes questoes (unicidade e estabilidade)
devemos recorrer & andlise grifica. Primeiro que tudo, note que o valor
de equilibrio pode também ser obtido a partir de uma andlise grafica
conforme Figura 1.7. Nesta figura representamos no eixo das abcissas
os valores assumidos por z; e no eixo das ordenadas o valor assumido
por zr11. A condigdo de equilibrio esté representado por uma recta com
uma inclinagdo de 45°, indicando as situagoes em que xy41 = x;. A
azul temos representada a equacao as diferencas que estamos a analisar
(neste caso com a = 0.5), e o equilibrio de longo prazo dd—se no ponto
de interseccao entre as duas rectas representadas, na medida em que
corresponde & situacdo em que a varidvel estabiliza com o decorrer do
tempo.

Que o equilibrio existe é facil de perceber através de uma breve in-
specgao da Figura 1.7. Que o mesmo é unico também é imediato pois as
duas rectas sé se cruzam uma unica vez, no ponto x4 = x; = z* = 20.
A questao que resta analisar é a da estabilidade deste equilibrio de longo
prazo.
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Figura 1.7: 0 EXEMPLO DE UM EQUIL IBRIO ESTAVEL

Sabemos que se o processo dindmico comecgar com a varidvel x; a
assumir um valor de 20, ou seja se xg = 20, ela ird permanecer com esse
valor ao longo do tempo, basta para tal substituir zg = 20 na equacao e
obter o valor do periodo seguinte (x1), x1 = 10+ 0.5-20 = 20, e proceder
para os periodos seguintes da mesma forma: x; — 2 — x3 — ..., onde
verificaremos que todos eles ddo o mesmo valor 20 para x;. No entanto,
o0 que acontece se o valor inicial for diferente do valor de equilibrio de
longo prazo? Vamos exemplificar com duas situagoes distintas, no caso
A a condigdo inicial é dada por xg = 5, e no caso B por zy = 407
Aplicando o mesmo tipo de raciocinio podemos verificar que se o processo
comecar com rg = o, teremos x1; = 12.5, z9 = 16.25, x3 = 18.125, e assim
sucessivamente até se atingir o valor de equilibrio z;, * = 20. No outro
caso, em que o valor inicial é superior ao respectivo valor de equilibrio,
teremos a seguinte sucessdo: xg = 40, r1 = 30, o2 = 25,...,z* = 20.
Portanto, se partirmos de uma situacao inicial em que o valor da varidvel
é dado por zg < x*, no periodo seguinte esta vai ter um valor superior
de forma sucessiva, o que significa que x; cresce até alcancar o valor de
equilibrio * = 20. Por outro lado, se o ponto de partida for zo > z* a
varidvel x; vai decrescendo até alcancar o ponto de equilibrio x* = 20.
Assim, da andlise grafica podemos concluir que o equilibrio é estavel,
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na medida em que o processo termina sempre no ponto de equilibrio,
independentemente da situagao de partida. Mesmo que por qualquer
razao este processo for forcado a sair do seu equilibrio de longo prazo,
voltard a alcangar o mesmo ao fim de um determinado nimero de periodos
de tempo.

Conclusao 1.3 Se o parametro ”a” assumir um valor menor que a unidade
(a < 1), o equilibrio, para além de existir e ser tinico, é também estdvel.
Isto jd nao se verifica no exemplo seguinte em que a > 1.

2° caso: a =1.5

Quando consideramos a = 1.5, a equacao as diferencas fica dada por
Tt41 = 10 + 1.5- Tt

Para obtermos o equilibrio de longo prazo deste processo temos que
impor a condigao de equilibrio z;+1 = x; = * donde resulta como solugao
o seguinte resultado

T =xp =" = —20

Vamos representar a solugao grafica desta equagao através da Figura
1.8. Tal como no caso anterior temos um grafico onde representamos
duas rectas: uma recta a verde que nos dé os pontos onde x¢y1 = x¢, com
uma inclinacao de 45°; e, uma recta a azul que representa a equacao as
diferencas que estamos a analisar. Mais uma vez, o ponto de interseccao
entre estas duas rectas da-nos o ponto de equilibrio do processo que, como
podemos ver, ocorre agora no terceiro quadrante, onde x; e ;11 assumem
valores negativos. Este equilibrio é tnico, ja que nao existe outro ponto
de interseccao entre as duas rectas.

Quanto ao tipo de estabilidade do equilibrio, como iremos mostrar,
este equilibrio é instdvel. Sabemos que se o processo dindmico comegar
com a varidvel z; a assumir um valor inicial de —20, ou seja se xg = —20,
ela ird permanecer com esse valor ao longo do tempo. No entanto, isto nao
se verifica se o valor inicial for diferente deste valor de equilibrio mesmo
que seja apenas infinitesimalmente diferente. Suponha duas condigoes
iniciais: a situagdo A em que xg = 5, e a situacdo B em que xy = —40.
Aplicando o mesmo tipo de raciocinio utilizado no caso anterior, podemos
verificar que se o processo comecar com rg = 5, teremos x1 = 17.5, xo =
36.25, e sucessivamente com x; a atingir valores cada vez mais elevados.
Na situacao B, em que o valor inicial é inferior ao valor de equilibrio,
teremos a seguinte sucessao: zrg = —40, 1 = —50, z3 = —65,..., com
valores de x; cada vez mais negativos.
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Figura 1.8: 0 EXEMPLO DE UM EQUILIBRIO INSTAVEL

Portanto, se partirmos de uma situacao em que o valor da varidvel é
dado por zy < z*, no periodo seguinte esta vai assumir um valor inferior, o
que significa que x; decresce e afasta—se de forma sucessiva do equilibrio
de longo prazo. Por outro lado, se o ponto de partida for zg > x* a
varidvel x; ird crescer e afastar—se—4 sucessivamente cada vez mais do
equilibrio z* = —20.

Conclusao 1.4 No caso de a > 1, podemos concluir da andlise gréfica
que o equilibrio existe, é tinico, mas é instdvel. Se o processo for obrigado,
por qualquer razao, a sair do seu equilibrio de longo prazo, nao voltard a
alcangar o mesmo, afastando—se sucessivamente deste ao longo do tempo.
No caso seguinte iremos ver que se a = 1, o processo dindmico nem
equilibrio de longo prazo tem.

3° caso: a=1

Se considerarmos a = 1 a equagao as diferencas seré dada por
Tt4+1 = 10+1£I,'t

A solugdo numérica para esta equacio seria dada no ponto em que
Tyr1 = T = =¥, 0 que resulta numa equagao impossivel da forma 0 - x* =
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Figura 1.9: 0 EXEMPLO DE PROCESSO DINAMICO SEM EQUILIBRIO DE
LONGO PRAZO.

10. Isto indica-nos que o processo nao tem solucao para a condicao de
equilibrio, o que implica que o mesmo nao tem equilibrio de longo prazo.
Graficamente, a solucdo deste processo é dada na Figura 1.9 onde se
representam duas rectas: a recta a verde (45°) que representa os pontos
onde é possivel a existéncia de equilibrio; e uma recta a azul, paralela
a recta de 45°, que representa a equacao as diferencas que estamos a
analisar (note que o declive de ambas é unitario neste exemplo). Como
podemos ver, as rectas nunca se intersectam, e esta é a razao que justifica
o facto do processo nao comportar a existéncia de um equilibrio de longo
prazo.

Na Figura 1.9 apresentamos a evolugao do processo dindmico com
duas condicGes iniciais bem diferentes: a situacdo A em que g = 10, e
a situacdo B em que g = —15. Aplicando o mesmo tipo de raciocinio
utilizado nos casos anteriores, podemos verificar que se o processo comegar
com zg = 10, teremos x1 = 20, x2 = 30, e sucessivamente com x; a atingir
valores cada vez mais elevados. Na situacao B, em que o valor inicial é
ro = —15, teremos a seguinte sucessao: rg = —15, x1 = —5, x2 = 95, ...,
com valores de x; cada vez mais elevados.

Conclusao 1.5 No caso de a = 1, podemos concluir da andlise gréfica
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que o equilibrio de longo prazo neste processo nao existe. Independente-
mente das condicoes iniciais para x; serem positivas ou negativas, o valor
desta varidvel tende para infinito ao longo do tempo. Obviamente que
neste caso especifico nem se coloca a questao da estabilidade do equilibrio
(ou se ele é inico ou nao), ja que o mesmo pura e simplesmente nao existe.

1.4.2 Equacgoes diferenciais

Se uma equagao as diferencas é uma equacao em que a variacdo de uma
dada varidvel ao longo de um determinado periodo de tempo é fungao do
proéprio estado ou valor dessa varidvel no inicio desse perfodo — sendo ela
dada, por exemplo, na equacao (1.4) por uma expressao do tipo Az, =
0.05 - x4, com t = 0,1,2,... — entdo uma equacao diferencial pretende
representar exactamente o mesmo tipo de comportamento dindmico com
a unica diferenca do tempo variar de forma continua. Ou seja, em vez
de termos At =1, porque t = 0, 1, 2, ..., nas equacoes diferenciais como o
tempo evolui de forma continua (¢, t+h,t+2h, com h — 0) a expressao da
variagao de uma varidvel ao longo do tempo deve ser apresentada por uma
expressao do tipo % = 0.05- 2;. © Esta equacdo diz—nos que a variacio
de x (ou seja, dz) quando o tempo varia (dt), depende do préprio valor
de x; multiplicado por 0.05.

De forma a simplificar a exposicao, vamos usar um ponto por cima de
um simbolo (&) para nos referirmos a expressao %, ou seja, por definigao

daqui em diante teremos
dx

= —

dt

Um exemplo de uma equacdo diferencial pode ser dado por uma

equacao do tipo
T = I éf’ti — 9.\8,% (1.6)
fx) 9@

Neste exemplo, podemos ver que a equagao diferencial comporta dois
termos no seu lado direito: f(x) e g(z). O termo g(z) é linear em «z,
enquanto f(z) serd ou nao linear dependendo do valor do expoente . E
exactamente o valor deste expoente « que, neste exemplo especifico, tem
que ser estudado para se saber se a equacao diferencial possui ou nao um
equilibrio de longo prazo, se este é tinico e se é estdvel. Para ilustrarmos as
diferentes possibilidades vamos aqui avancar com quatro casos possiveis
para o valor de «, sendo estes: @ = 0.5; @ = 1.5; @ = 1 e, finalmente, um

"Note que uma equacdo as diferencas Az, = 0.05 - z; pode também ser escrita
como %ﬁ =0.05-xz¢. Como t =0,1,2, ..., entdo At = 1 para todo o t, o que permite

simplificar a expressdo da equacgdo as diferengas e apresentd-la na sua expressido mais
simples Ax; = 0.05 - x;.
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valor para « de forma a que f(x) apresente um comportamento bastante
nao linear.

Antes de estudar cada um destes quatro casos com algum detalhe,
convém apresentar a condicdo que terd necessariamente de se verificar
para que exista um equilibrio de longo prazo numa equagao diferencial.
Nas equagoes as diferencgas, a condicao era que z;11 — x; = 0, ou seja que
Azx; = 0. No caso das equacdes diferenciais, a condi¢do é exactamente
a mesma (que a variacao da varidvel seja igual a zero quando o tempo
varia) s6 que agora esta condigao é dada pela expressao

Com esta condigao pretendemos determinar qual é o valor que a var-
idvel x; assume de forma a que, uma vez alcancado, x; estabiliza (¢ = 0).
No caso da equagao (1.6) nao é dificil compreender que isto se passard
quando a parcela da equagao diferencial representada por f(x) for exacta-
mente igual & parcela representada por g(z). Fora do equilibrio podemos
ter uma de duas situacOes: ou a equacao diferencial estd a variar pos-
itivamente, ou estd a variar negativamente. A equagdo varia positiva-
mente (¢ > 0) quando f(z) > g(z), o que implica que a varidvel x;
estard a crescer ao longo do tempo (ou seja, a variagdo desta varidvel é
positiva). A variagdo negativa da equacao diferencial (& < 0) ocorrerd
quando f(x) < g(z), caso em que a variacao de x; é negativa e, portanto,
a varidvel z; estard a decrescer no decorrer do tempo.

Podemos sintetizar este raciocinio no seguinte quadro

>0 = f(z)>gx)=a: 1
<0 = f(x)<glax)= x|
t=0 = f(z)=g(x) = x; = 2* (constante)

Vamos agora atribuir diferentes valores ao expoente « e, tendo em
conta as consideragoes que acabdamos de fazer sobre a relagdo entre o
comportamento da equagao diferencial e o equilibrio de longo prazo, ten-
tar determinar este equilibrio para cada caso particular que for sendo
analisado.

1° caso: o = 0.5

Atribuindo o valor @ = 0.5, podemos encontrar uma solu¢ao numeérica
para o problema proposto. O primeiro passo consiste em determinar se
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esta equagao tem equilibrio. Impondo a condicao de equilibrio £ = 0, a
solugao para a equagao (1.6)

T=0= 4297 = 0.8z
\\f/ \\/-/
f(=z) 9(x)

o que implica a existéncia de dois valores para z; que garantem tal
condicao
¥ =25ouz*=0

Através destes resultados sabemos que quando a varidvel x; alcanca o
valor de 25 unidades, ou quando tiver o valor 0, a sua variacao serd nula
ao longo do tempo.

Vamos agora recorrer a andlise grafica desta mesma equagao, com
vista a estudar a estabilidade dos equilibrios que ja conhecemos. No en-
tanto, existe um pormenor que deve ser bem realgado pois tem grande
importancia para a andlise econémica. Note apesar de z* = 0 ser um
equilibrio de longo prazo para este processo dindmico, em economia este
tipo de equilibrio (apresentando valores nulos para as varidveis) é desig-
nado por ” equilibrio trivial” ji que a maioria das varidveis econémicas
assumem valores positivos (o stock de capital, a produgao, o emprego,
0s pregos, o consumo, etc., todos tém normalmente valores positivos).
Portanto, vamos analisar aqui os dois equilibrios (o trivial z* = 0 , e
o nao—trivial x* = 25 ) apenas para mostrar como as técnicas devem
ser aplicadas. No entanto, em economia apenas faz sentido analisar o
”equilibrio nao—trivial”.

Na Figura 1.10 temos o grafico da equagao (1.6) para a = 0.5. No
eixo das abcissas estd representada a varidvel x; e no eixo das ordenadas
estao representadas as duas componentes da equacgao diferencial (1.6) —
as fungdes f(x) e g(z). A funcdo g(x) encontra-se representada por uma
recta (recorde-se que esta fungao € linear em x), enquanto a funcao f(x)
estd representada por uma fungdo concava (o que resulta de a = 0.5).
Os pontos de intersecgao entre estas duas fungoes — e que sao z* = 25
e ¥ =0 — correspondem aos pontos em que ambas assumem o mesmo
valor pelo que a equagao diferencial se anula (¢ = 0). Portanto, estes
pontos correspondem as situagoes de equilibrio de longo prazo.

Para sabermos se cada um dos equilibrios é estdvel ou instdvel vamos
estudar o comportamento da varidvel x; & direita e & esquerda de cada um
dos pontos. Comecemos pelo ponto E. A esquerda do ponto de equilibrio
E, a fungao f(x) estd situada acima da funcao g(x). Portanto, os valores
assumidos por f(z) s@o superiores aos valores assumidos por g(x), logo,
a equagao diferencial varia positivamente (& > 0) o que implica que a
varidvel x; tem que estar a crescer no tempo. A direita do ponto de
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Figura 1.10: 0 EXEMPLO COM UM EQUILIBRIO ESTAVEL NAO-TRIVIAL E
OUTRO INSTAVEL E TRIVIAL

equilibrio E temos uma situagdo oposta, a funcao f(x) situa-se abaixo
da posigao da fungao g(z), pelo que f(x) assume valores inferiores aos
assumidos por g(x). Como consequéncia, a direita do ponto E, a equagao
diferencial é negativa (¢ < 0) e a varidvel z; estd a decrescer ao longo
do tempo. Este comportamento da varidvel x; a direita e & esquerda do
ponto de equilibrio E, permite-nos constatar que o equilibrio neste ponto
é estdvel. Assim, se partirmos, por exemplo, do ponto x4, situado a
esquerda de E, a varidvel x; comecard a crescer até alcancar o valor de
equilibrio ao fim de algum tempo. Partindo de zp, situado a direita do
equilibrio, verifica-se o oposto, a varidvel x; vai decrescer até alcancar o
valor de equilibrio, onde estabilizara.

Quanto ao equilibrio dado pelo ponto C, j4 vimos acima que & dire-
ita do mesmo a varidvel x; cresce ao longo do tempo. Ou seja, qualquer
valor inicial para x; mesmo que apenas infinitesimalmente superior a zero,
levard a varidvel para z* = 25. Nao exemplificamos aqui em termos gra-
ficos 0 que acontece para valores iniciais de z; negativos, no entanto é
imediato inferir que a evolucao de x; é semelhante aquela que ela apre-
senta a direita do ponto E, porque f(z) < g(z). Portanto, a esquerda do
ponto C, a equacgao diferencial é negativa (£ < 0) e, consequentemente, a
varidvel x; estd a decrescer ao longo do tempo.
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Conclusao 1.6 No caso de o = 0.5, podemos concluir da andlise gréfica
que o equilibrio de longo prazo neste processo existe, mas nao é tnico
(existe mais do que um equilibrio). Um dos equilibrios é estdvel (ponto
E), o que implica que se o processo for obrigado, por qualquer razao, a
sair deste equilibrio de longo prazo, voltard a alcancar o mesmo ao fim de
algum tempo. O segundo equilibrio (ponto C) é um equilibrio instdvel, o
que significa que se o processo sair deste equilibrio, ndo voltard a alcangar
0 mesmo, afastando—se sucessivamente deste ao longo do tempo.

Conclusao 1.7 Note que em termos econémicos, o ponto de equilibrio
que é instdvel, ponto C neste exemplo, nao tem grande relevancia na
maioria dos casos. Em economia, a maioria das varidveis assumem val-
ores positivos (os valores da produgao, do consumo, da poupanga, da
populagao activa, dos pregos, etc., sao positivos) pelo que um equilibrio
de longo prazo que apresente um valor nulo para a varidvel em questao
nao é muito titil. Este tipo de equilibrios chamam-se ”equilibrios triviais”
porque nao tém relevincia econdémica.

2° caso: o = 1.5

Vamos proceder como no caso anterior, comecando por encontrar a
solugdo numeérica para a equagao (1.6), que serd dada por

i=0= 4x;° = 0.8z
v \"\/-/
f(=) g(x)

implicando a existéncia de dois valores para x; que garantem tal condigao
z*=0.04ouz*=0

A solugédo grafica para este problema encontra-se representada na
Figura 1.11. Como no caso anterior, os equilibrios estdao representados
pela interseccao entre as duas fungoes, que acontece nos pontos x* = 0.04
ez* =0.

Neste exemplo, a fun¢ao f(x) tem agora uma forma convexa, o que
faz com que a sua relagao com g(z) seja diferente do caso anterior. Assim,
valores iniciais para z; & esquerda do ponto de equilibrio E fazem com
que f(z) assuma valores inferiores aos de g(z). Logo, a equagao diferencial
estd a variar negativamente (£ < 0) o que implica que z; esteja a decrescer
ao longo do tempo até alcangar o valor zero. Valores iniciais & direita do
equilibrio E, f(z) encontra-se acima de g(x), o que faz com que a equagao
diferencial varie positivamente (¢ > 0) e a varidvel x; esteja a crescer ao
longo do tempo afastando—se progressivamente do ponto de equilibrio E.
Consequentemente, o ponto x* = 0.04 representa um equilibrio instdvel:
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Figura 1.11: 0 EXEMPLO COM UM EQUILIBRIO INSTAVEL NAO TRIVIAL E
OUTRO ESTAVEL E TRIVIAL

se o processo for forcado a sair do ponto E para o ponto zpg, vamos ter a
varidvel x; a crescer e a tender para infinito, nao se alcancando o ponto
E; se partir de x4, a varidvel x; vai decrescer até alcangar o valor zero.
Note que apesar de ser instavel este equilibrio é relevante (nao—trivial)
do ponto de vista econémico pois x; assume valores diferentes de zero.

No caso do ponto C, ji vimos que valores iniciais para x; & direita
do ponto de equilibrio C fazem com que f(z) assuma valores inferiores
aos de g(x), e, consequentemente, a equagao diferencial estd a variar
negativamente (& < 0) e z; ird convergir para zero ao longo do tempo.
Valores iniciais a esquerda de C produzem uma evolucao de x; exacta-
mente oposta, levando x; a aumentar até alcangar o valor zero. Ou seja,
o ponto C, em que z* = 0, é um equilibrio estdvel embora seja trivial do
ponto de vista econémico.

Conclusao 1.8 No caso de o = 1.5, temos que o equilibrio de longo
prazo existe, mas nao é inico (existe mais do que um equilibrio). O
equilibrio com relevancia econémica (ponto E) é instdvel, o que implica
que se o processo for obrigado, por qualquer razao, a sair deste equilibrio,
nao voltard a alcancar o mesmo ao longo do tempo. O segundo equilibrio

(ponto C) é um equilibrio estdvel mas é economicamente trivial, sem
grande relevancia do ponto de vista econémico.
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Figura 1.12: VARIOS EQUILIBRIOS NAO-TRIVIAIS, INSTAVEIS, E ESTAVEIS.

3° caso: f(z) a comportar-se com nao-linearidade acentuada

Até agora vimos dois exemplos que apresentavam apenas um equilibrio
relevante (ou nao—trivial) do ponto de vista econémico: no primeiro, este
equilibrio era estével porque f(z) era concava, no segundo este era in-
stavel porque f(z) era convexa. Vamos agora mostrar como um processo
dinamico pode ter vdrios equilibrios nao—triviais. Como ja deve ter perce-
bido, para tal basta apresentar uma fungao f(z) que tenha partes em que
seja concava e outras em que seja convexa. A Figura 1.12. mostra um tipo
de funcao que permite obter equilibrios miltiplos que sejam nao—triviais.

A condigao para se determinar estes equilibrios ji é nossa conhecida
& = 0. No entanto, com este tipo de fungao f(z), a aplicacdo desta
condicao leva a vdrios equilibrios miltiplos nao triviais

T = 0 = vérios equilibrios nao—triviais

A questao que resta saber é quais destes sdo estdveis e instdveis. A
resposta pode ser claramente observada através da solugao gréfica do
problema representada na Figura 1.12. Nesta estao representados trés
pontos de equilibrio nao triviais (A, B e D) pelo que podemos ja veri-
ficar que nesta situacdo o equilibrio nao é unico, é multiplo. Quanto &
natureza destes equilibrios, ela é diferenciada, estando representados dois
equilibrios de tipo estdvel e um de tipo instdvel. Vamos aqui socorrermo-
nos da andlise ja efectuada para os casos @ = 0.5 e a = 1.5, quanto a
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relagdo existente entre f(z) e g(z) e o comportamento da varidvel x;.
Assim, o equilibrio representado pelo ponto A é claramente um equilibrio
estdvel, pois, valores iniciais para z; a sua esquerda fazem com que esta
varidvel esteja a crescer ao longo do tempo, enquanto que valores & sua
direita fazem com que esta decres¢a ao longo do tempo. O mesmo se
verifica para o ponto de equilibrio designado por D. No ponto B temos
uma situagao de equilibrio instdvel porque partindo de um ponto situado
a esquerda do mesmo, a varidvel x; decresceria até alcancar o ponto de
equilibrio estavel A; enquanto que, partindo de um ponto situado a dire-
ita de B, a varidvel x; cresceria até alcancar o ponto de equilibrio estdvel
D. Resumindo, existem vérios equilibrio nao—triviais, dois sao estdveis e
um ¢é instével.

4° caso: v =1

Neste caso, a equacao diferencial adquire a forma & = 4x; — 0.8; cuja
solucao numérica se determina impondo a condicao habitual

T =0—= 4z; = 0.8x;

implicando a existéncia de apenas um valor para z; que garante tal
condi¢ao
z5=0

Note que para valores de x; diferentes de zero nao existe equilibrio pois
a equacao representa uma impossibilidade: 4x; = 0.8x; é impossivel para
qualquer valor de ;. Ou seja, neste exemplo, nao existe um equilibrio de
longo prazo que seja relevante do ponto de vista econémico (o unico que
existe é trivial).

Graficamente este caso estd representado na Figura 1.13 onde a fungao
f(z) e a funcdo g(x) nunca se intersectam (descontando o ponto C, o
ponto de equilibrio trivial) indicando a auséncia de uma situagao de equi-
librio relevante do ponto de vista econémico. Temos assim um caso dis-
tinto dos anteriores j& que neste o sistema nao tem qualquer equilibrio
nao-trivial.

Conclusao 1.9 No caso de a = 1, nao existe equilibrio de longo prazo
nao—trivial. Contrariamente aos outros exemplos, em que um equilibrio
deste tipo existia — e em que a questao que se colocava de seguida era se
este era instdvel /estdvel ou se era miiltiplo — no presente caso este tipo de
equilibrio pura e simplesmente nao existe. Se o processo econdmico fosse
iniciado com x4, tenderia para infinito ao longo do tempo, nao convergiria
para nenhum ponto de equilibrio no longo prazo.
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Figura 1.13: O EXEMPLO DE UM PROCESSO QUE NAO TEM UM EQUI-
LIBRIO DE LONGO PRAZO QUE SEJA NAO-TRIVIAL.

1.5 Sumadrio

. Existe uma diferenca significativa entre a andlise estdtica e a andlise

dindmica. Na primeira, as varidveis endégenas estao todas expres-
sas relativamente ao mesmo periodo de tempo, enquanto que no
segundo tipo de anélise, as varidveis endégenas tém uma dindmica
propria devido ao facto de estarem expressas relativamente a perio-
dos de tempo diferentes.

. As equacoes utilizadas para expressar os processos dindmicos sao as

”equacoes as diferencas” e as ”equagoes diferenciais”. Nas primeiras
assume—se que o tempo decorre de forma discreta (¢t = 1,2, 3...), nas
segundas o tempo decorre de forma continua.

. Muitos processos econémicos sé podem ser devidamente analisados

através de uma andlise dindmica ou de longo prazo. Exemplos sao a
sustentabilidade da divida prblica, a sustentabilidade dos recursos
naturais, o crescimento econdémico, etc..

. Relativamente ao crescimento econémico existe um conjunto de fac-

tos estilizados que deverao ser explicados pelos modelos tedricos, os
quais sao:



1. INTRODUCAO A ANALISE DE LONGO PRAZO 33

(a) PIB per capita cresce a taxas constantes

(b) Capital per capita cresce a uma taxa constante

)
)
(c¢) A taxa de juro real permanece constante
(d)
)
)

d) A taxa de saldrio real cresce a uma taxa constante
e) A distribuicao de rendimento por factores permanece constante

(f) Nao existe convergéncia econémica a nivel mundial, apesar de
poder existir dentro de certas zonas geogréficas

(g) A pobreza e a riqueza estdo grandemente concentrados a nivel
mundial, o que sugere a existéncia de externalidades positivas
e negativas no processo de crescimento econémico

5. Os processos dindmicos tém trés ingredientes fundamentais: uma
condi¢ao inicial, o equilibrio de longo prazo, e o processo de tran-
sicao dindmica. Estes dois tltimos sao féceis de confundir, e levam
normalmente a conclusoes erradas sobre o processo dindmico que se
esteja a analisar.

6. No que diz respeito ao equilibrio de longo prazo (ELP), existem trés
questoes que sao fundamentais para se perceber o comportamento
de um processo dindmico ao longo do tempo:

(a) Existéncia: Serd que um processo dindmico tem um equilibrio
de longo prazo?

(b) Estabilidade: Se este ELP existir, é estdvel ou instavel?

(¢) Multiplicidade: Serd o ELP tinico, ou existem equilibrios multi-
plos?

7. Para se determinar o equilibrio de longo prazo deve-se aplicar a
seguinte condicao:

(a) Processos discretos: x4 = ¢ = z*

(b) Processos continuos: &; = 0

8. A alteracao do valor de um tunico parametro pode alterar radical-
mente o comportamento de um processo dindmico no longo prazo.
Pode tornar um equilibrio estdvel em instével (ou vice versa), pode
transformar um equilibrio tinico num equilibrio multiplo, pode elim-
inar a existéncia de um equilibrio (levando o processo a ”explodir”),
etc..



